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A DISTRIBUIÇÃO NORMAL PADRÃO
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LEMBREMOS

– Variável aleatória é uma variável que tem um único valor 

numérico, determinado pelo acaso, para cada resultado de 

um experimento.

– Distribuição de probabilidade descreve a probabilidade de 

cada valor da variável aleatória.

– Variável aleatória discreta tem uma quantidade finita de 

valores ou uma quantidade enumerável de valores.

– Variável aleatória contínua tem infinitos valores, sem 

saltos ou interrupções.
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GRÁFICOS DAS DISTRIBUIÇÕES

– O histograma de probabilidade é um gráfico de uma 

distribuição de probabilidade discreta.

– A curva de densidade é um gráfico de uma distribuição de 

probabilidade contínua, em que:

– A área total sob a curva tem que ser igual a 1.

– Cada ponto na curva tem que ter uma altura vertical que é 

0 ou maior, não estando abaixo do eixo x.
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DISTRIBUIÇÕES DE PROBABILIDADE

– Como a área total sob o gráfico de uma distribuição de 

probabilidade é igual a 1, há correspondência entre área e 

probabilidade (ou frequência relativa).

– Isto possibilita calcular probabilidades com utilização das 

áreas.

– É importante:

– Desenvolver a habilidade para determinar áreas 

correspondentes a várias regiões sob o gráfico da 

distribuição.

– Encontrar valores da variável z que correspondem a 

áreas sob o gráfico.
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DISTRIBUIÇÕES UNIFORMES

– Na distribuição uniforme, uma variável aleatória contínua 

apresenta valores de probabilidade que se espalham 

uniformemente sobre a faixa de valores possíveis.

– Em geral, a área de um retângulo se torna 1 quando 

fazemos sua altura igual ao valor de 1/amplitude.
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DISTRIBUIÇÃO NORMAL

– As distribuições normais são importantes, porque elas 

ocorrem frequentemente em situações reais e desempenham 

papel importante nos métodos de inferência estatística.

– A distribuição é normal se uma variável aleatória contínua 

tem uma distribuição com um gráfico simétrico em forma de 

sino.

– Qualquer distribuição normal é determinada pela média (μ) e 

desvio padrão (σ):
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GRÁFICO DA DISTRIBUIÇÃO NORMAL

– De posse de valores específicos para μ e σ, podemos fazer 

o seguinte gráfico da distribuição normal.
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VARIAÇÃO NAS DISTRIBUIÇÕES NORMAIS

– Há muitas distribuições normais diferentes, dependendo de 

dois parâmetros: a média populacional (μ) e o desvio padrão 

populacional (σ).
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DISTRIBUIÇÃO NORMAL PADRÃO

– A distribuição normal padrão é uma distribuição de 

probabilidade normal com média (μ) igual a 0 e desvio 

padrão (σ) igual a 1.
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ENCONTRE PROBABILIDADES A PARTIR DE ESCORES z

– Usando a tabela das páginas 618-619, é possível achar 

áreas (ou probabilidades) para muitas regiões diferentes.

– Se refere à distribuição normal padrão (μ=0 e σ=1).

– Possui resultados para escores z negativos e positivos.

– Escore z: distância na escala horizontal da distribuição 

normal padrão:

– Parte inteira e decimal: coluna à esquerda da tabela.

– Parte do centésimo: linha no topo da tabela.

– Área: região sob a curva (valores no corpo da tabela).
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– Área acumulada 

à esquerda de 

z=1,13 é igual a 

0,8708.

– Há uma 

probabilidade de 

0,8708 de 

selecionarmos 

aleatoriamente um 

escore z menor 

que 1,13.

– No Stata:

di normal(1.13)
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DIFERENTES COMANDOS NO STATA (help functions)

normal(z)

Domain:       -8e+307 to 8e+307

Range:        0 to 1

Description:  returns the cumulative standard normal distribution.

normalden(z)

Domain:       -8e+307 to 8e+307

Range:        0 to .39894 ...

Description:  returns the standard normal density.

normalden(z,s)

Domain z:     -8e+307 to 8e+307

Domain s:     1e-308 to 8e+307

Range:        0 to 8e+307

Description:  returns the rescaled standard normal density.

normalden(z,1) = normalden(x) and normalden(z,s) = normalden(z)/s.

normalden(x,m,s)

Domain x:     -8e+307 to 8e_307

Domain m:     -8e+307 to 8e_307

Domain s:     1e-308 to 8e+307

Range:        0 to 8e+307

Description:  returns the normal density with mean m and standard deviation s.

normalden(x,0,1) = normalden(x)

normalden(x,m,s) = normalden((x-m)/s)/s
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ENCONTRANDO PROBABILIDADES

– Para encontrar o valor da probabilidade, primeiro desenhe 

um gráfico, sombreie a região desejada e pense em uma 

maneira de achar a área correspondente.

– P(a<z<b): probabilidade do escore z estar entre a e b.

– P(z>a): probabilidade do escore z ser maior que a.

– P(z<a): probabilidade do escore z ser menor que a.
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PROBABILIDADE DE VALOR EXATO É IGUAL A ZERO

– Com uma distribuição de probabilidade contínua, a 

probabilidade de se obter qualquer valor único exato é zero:

P(z = a) = 0

– Por exemplo, há uma probabilidade 0 de selecionarmos 

aleatoriamente uma pessoa com altura exatamente igual a 

1,763947 metros.

– Um ponto isolado na escala horizontal é representado por 

uma linha vertical, e não uma área sob a curva:

P(a ≤ z ≤ b) = P(a < z < b).

– A probabilidade de se obter um valor no máximo igual b é 

igual à probabilidade de se obter um valor menor que b.

– É importante saber interpretar frases-chave: no máximo, 

pelo menos, mais do que, não mais do que...
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ENCONTRE ESCORES z A PARTIR DE ÁREAS

– Encontramos áreas (probabilidades), a partir de escores z.

– Agora vamos encontrar o escore z (distâncias ao longo da 

escala horizontal) a partir da área (regiões sob a curva).

– Desenhe uma curva em forma de sino e identifique a região 

sob a curva que corresponde à probabilidade dada.

– Na tabela (pp.618-619), use a área acumulada à esquerda, 

localize a probabilidade mais próxima e identifique escore z.

– No Stata:

– z (1,645) que separa 95% inferiores dos demais:

di invnormal(.95)

– z (1,96) que separa 97,5% inferiores dos demais:

di invnormal(.975)
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APLICAÇÕES DA DISTRIBUIÇÃO NORMAL
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APLICAÇÕES DA DISTRIBUIÇÃO NORMAL

– Vamos tratar de métodos para trabalhar com distribuições 

normais que não são padrões (ou μ≠0, ou σ≠1, ou ambos).

– Podemos fazer conversão para transformar qualquer 

distribuição normal em distribuição normal padrão.

– Se convertermos valores para escores padronizados, os 

procedimentos para trabalhar com distribuições normais 

serão os mesmos daqueles usados para distribuição normal 

padrão:

z = (x – μ) / σ
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EQUIVALÊNCIA ENTRE NORMAL E NORMAL PADRÃO

– A área em qualquer distribuição normal limitada por um 

escore x é igual à área limitada pelo escore z equivalente na 

distribuição normal padrão.
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– Desenhe uma curva em forma de sino e identifique a região 

sob a curva que corresponde à probabilidade dada.

– Encontre o escore z correspondente à área acumulada à 

esquerda de x.

– Sendo μ = 172 libras e σ = 29 libras, use μ, σ e z para 

calcular x, com esta fórmula x = μ + (z*σ).

– Com a área (0,9950), encontramos o escore z (2,575) e 

depois aplicamos a fórmula acima: x = 246,675 libras.

ENCONTRE VALORES x A PARTIR DE ÁREAS
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DISTRIBUIÇÕES AMOSTRAIS E ESTIMADORES
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DISTRIBUIÇÕES AMOSTRAIS E ESTIMADORES

– Distribuição amostral de uma estatística (média amostral) 

é a distribuição de todos valores da estatística, quando todas 

amostras possíveis de mesmo tamanho n tiverem sido 

extraídas da mesma população.

– Algumas estatísticas (proporção e média) são boas para 

estimação de valores de parâmetros populacionais.

– A distribuição amostral de uma estatística é geralmente 

representada por uma tabela, histograma de probabilidade 

ou fórmula.
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DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DA PROPORÇÃO

– Distribuição amostral da proporção é a distribuição de 

probabilidade das proporções amostrais, com todas 

amostras tendo o mesmo tamanho amostral n tiradas de uma 

mesma população.

– Proporções amostrais tendem a atingir o alvo da proporção 

populacional:

– Todas proporções amostrais possíveis têm uma média 

igual à proporção populacional.

– Sob certas condições, a distribuição das proporções 

amostrais pode ser aproximada por uma distribuição normal.
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NÚMEROS ÍMPARES, CONSIDERANDO AMOSTRA DE n=2

Amostra

tamanho

n=2

Proporção

números

ímpares

Probabilidade

1; 1 1 1/9

1; 2 0,5 1/9

1; 5 1 1/9

2; 1 0,5 1/9

2; 2 0 1/9

2; 5 0,5 1/9

5; 1 1 1/9

5; 2 0,5 1/9

5; 5 1 1/9

Proporção de 

números ímpares
Probabilidade

0 1/9 = 0,11

0,5 4/9 = 0,44

1 4/9 = 0,44

– Em geral, a distribuição amostral de proporções tem média igual à 

proporção populacional (proporções amostrais apontam para proporção 

populacional). Neste caso, média das proporções é de 6/9 = 2/3 = 0,67.
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– População: 1; 2; 5

– Proporção populacional: 2/3 = 0,67
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DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DA MÉDIA

– Distribuição amostral da média é a distribuição de 

probabilidade das médias amostrais, com todas amostras 

tendo o mesmo tamanho amostral n tiradas de uma mesma 

população.

– A distribuição amostral da média é tipicamente representada 

como uma distribuição de probabilidade no formato de 

tabela, histograma de probabilidade ou fórmula.
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CONSIDERANDO AMOSTRA DE n=2

Amostra

x1

Amostra

x2

Média de

x1 e x2
Probabilidade

1 1 1,0 1/9

1 2 1,5 1/9

1 5 3,0 1/9

2 1 1,5 1/9

2 2 2,0 1/9

2 5 3,5 1/9

5 1 3,0 1/9

5 2 3,5 1/9

5 5 5,0 1/9

Média de x1 e x2 Probabilidade

1,0 1/9 = 0,11

1,5 2/9 = 0,22

2,0 1/9 = 0,11

3,0 2/9 = 0,22

3,5 2/9 = 0,22

5,0 1/9 = 0,11

– Em geral, a distribuição das médias amostrais tem média igual à média 

populacional (médias amostrais apontam para média populacional). Neste 

caso, a média das médias é de 24/9 = 2,7.

– População: 1; 2; 5

– Média populacional: 8/3 = 2,7
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DISTRIBUIÇÃO AMOSTRAL DA MÉDIA (cont.)

– Para um tamanho amostral fixo, a média de todas as 

possíveis médias amostrais é igual à média da população.

– O valor de uma estatística (por exemplo, média amostral) 

depende dos valores incluídos na amostra e, em geral, varia 

de uma amostra para outra.

– Essa variabilidade de uma estatística é chamada de 

variabilidade amostral.

– À medida que o tamanho da amostra aumenta, a 

distribuição amostral das médias amostrais tende a se tornar 

uma distribuição normal.

– Por isso, em muitos casos usaremos a média amostral 

com o propósito de fazer alguma inferência sobre a média 

populacional.
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ESTATÍSTICAS COM ESTIMADORES DE PARÂMETROS

– Estatísticas que atingem parâmetro (estimadores não-viesados):

média, variância, proporção.

– Estatísticas que não atingem parâmetro (estimadores viesados):

mediana, amplitude, desvio padrão.
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POR QUE AMOSTRAR COM REPOSIÇÃO?

– Quando selecionamos amostras pequenas de grandes 

populações, não há diferença significativa se amostramos 

com ou sem reposição.

– Amostragem com reposição resulta em eventos 

independentes que não são afetados pelos resultados 

anteriores.

– Eventos independentes são mais fáceis de serem 

analisados e resultam em fórmulas mais simples.

– Como não é prático obter todas amostras possíveis, 

podemos tirar conclusões importantes e significativas sobre 

toda população, usando apenas uma amostra.
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O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE



32

ALGUNS PRINCÍPIOS

– Ao selecionar uma amostra aleatória de uma população 

com média (μ) e desvio padrão (σ):

– Se n>30, então as médias amostrais têm uma distribuição 

que pode ser aproximada por uma distribuição normal 

com média (μ) e desvio padrão (σ/√n), independente da 

distribuição da população original.

– Se n≤30 e a população original tem uma distribuição 

normal, então as médias amostrais têm uma distribuição 

normal com média (μ) e desvio padrão (σ/√n).

– Se n≤30, mas a população original não tem uma 

distribuição normal, então os métodos a seguir não se 

aplicam.
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TEOREMA CENTRAL DO LIMITE (TCL)

– O teorema central do limite diz que...

– se tamanho amostral é grande o suficiente...

– a distribuição das médias amostrais pode ser aproximada 

por uma distribuição normal...

– mesmo que a população original não seja normalmente 

distribuída.
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PRESSUPOSTOS DO TCL

– A variável aleatória x tem uma distribuição (que pode ou 

não ser normal) com média μ e desvio padrão σ.

– Amostras aleatórias simples (AAS), com mesmo tamanho 

amostral n, são selecionadas da população.

– AAS são amostras selecionadas de uma população de 

modo que todas possíveis amostras de tamanho n têm a 

mesma chance de ser escolhidas.



35

CONCLUSÕES DO TCL

– Distribuição das médias amostrais irá se aproximar de uma 

distribuição normal à medida que n aumentar.

– A média de todas médias amostrais é a média μ da 

população.

– O desvio padrão de todas médias amostrais é  σ/√n.
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REGRAS PRÁTICAS UTILIZADAS

– Para amostras aleatórias de tamanho n maior que 30, a 

distribuição das médias amostrais pode ser bem aproximada 

pela distribuição normal, mesmo se a população original não 

for normalmente distribuída.

– Populações com distribuições muito diferentes da normal 

requerem tamanhos amostrais maiores que 30, mas estas 

são exceções.

– A aproximação é melhor, quando n aumenta.

– Se a população original for normalmente distribuída, 

médias amostrais serão normalmente distribuídas para 

qualquer tamanho amostral n.
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NOTAÇÕES DAS ESTATÍSTICAS

– Teorema central do limite envolve a distribuição da 

população original e a distribuição das médias amostrais.

– Se todas possíveis amostras de tamanho n são 

selecionadas de uma população com média μ e desvio 

padrão σ, a média das médias amostrais é designada por:

– O desvio padrão das médias amostrais é chamado de erro 

padrão da média e é designado por:
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APLICAÇÃO DO TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

– Ao lidar com um valor individual de uma população 

normalmente distribuída, use:

– Ao lidar com uma média de alguma amostra, certifique-se de 

usar σ/√n como desvio padrão das médias amostrais:
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APLICAÇÃO DO TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

– Com dados amostrais, supomos que homens têm pesos 

normalmente distribuídos, μ de 172 libras e σ de 29 libras.

– Probabilidade de um homem selecionado aleatoriamente ter 

peso maior que 175 libras:

z = (x – μ) / σ = (175 – 172) / 29 = 0,10

P(z>0,1) = 1 – (área à esquerda de z) = 1 – 0,5398 = 0,4602

– Probabilidade de 20 homens selecionados aleatoriamente 

terem peso acima de 175 libras:

P(z>0,46) = 1 – (área à esquerda de z) = 1 – 0,6772 = 0,3228
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CORREÇÃO PARA POPULAÇÃO FINITA

– Na aplicação do teorema central do limite, supomos que a 

população seja infinitamente grande para utilizar:

– Quando amostramos com reposição, a população é infinita.

– Porém, aplicações reais envolvem amostras sem reposição.

– Quando tirar amostras sem reposição e tamanho amostral n

for maior que 5% do tamanho finito N da população, ajuste o 

desvio padrão das médias amostrais (erro padrão da média), 

multiplicando-o pelo fator de correção para população finita:
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A NORMAL COMO APROXIMAÇÃO DA BINOMIAL



42

USO DA NORMAL COMO APROXIMAÇÃO DA BINOMIAL

– Se uma distribuição binomial satisfaz as condições de 

np>=5 e nq>=5, então as probabilidades de uma distribuição 

binomial podem ser aproximadas por uma distribuição 

normal:

– Com média (μ=np).

– Com desvio padrão (σ=√npq).

– Com números inteiros discretos x ajustados pela 

correção de continuidade:

– O valor discreto x (número de sucessos) é substituído 

pelo intervalo de x–0,5 a x+0,5.

– Use o escore z=(x–μ)/σ para encontrar a área 

correspondente à probabilidade desejada.
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– Ao usar distribuição normal como aproximação da binomial, 

representamos o único valor x pelo intervalo x–0,5 a x+0,5.

– Se você está tentando achar a probabilidade de obter pelo 

menos 122 homens entre 213 pessoas, o número discreto é 

x=122, limite inferior é 121,5 e limite superior é 122,5.

– Determine qual probabilidade você deseja estimar:

CORREÇÕES DE CONTINUIDADE
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– Uso da distribuição normal resulta em valor aproximado, já 

que área correta exata é a de um retângulo.

LIMITAÇÃO DO USO DA NORMAL COMO BINOMIAL
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DETERMINAÇÃO DE NORMALIDADE
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– Alguns métodos estatísticos exigem que os dados amostrais 

tenham sido selecionados aleatoriamente de uma população 

que tenha distribuição normal.

– Podemos analisar histogramas, valores extremos (outliers) e 

gráficos de quantis normais para determinar se as exigências 

para uma distribuição normal são satisfeitas.

DETERMINAÇÃO DE NORMALIDADE
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– Um gráfico dos quantis normais (ou gráfico de 

probabilidades normais) é um gráfico de pontos (x, y) em que 

um eixo possui o conjunto original de dados amostrais e o 

outro eixo apresenta o escore z, correspondente ao valor 

esperado do quantil da distribuição normal padrão.

– Se os pontos não se aproximam de uma reta ou se os 

pontos exibem um padrão simétrico que não seja um padrão 

linear, então os dados parecem provir de uma população que 

não tem distribuição normal.

– Se o padrão dos pontos é razoavelmente próximo de uma 

reta, então os dados parecem provir de uma população com 

distribuição normal.

– Se a variável seguisse uma distribuição normal, os pontos 

se encontrariam exatamente sobre a linha diagonal.

GRÁFICOS QUANTIL-NORMAL
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EXEMPLOS DE GRÁFICOS QUANTIL-NORMAL

Hamilton (1992: 16).

(discrete values) (bimodal)
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– Lawrence Hamilton (“Regression with graphics”) pág.18-19:

Y3 >>>   q=3

Y2 >>>   q=2

Y1 >>>   q=1

Y0,5 >>>   q=0,5

log(Y)   >>>   q=0

–(Y-0,5)   >>>   q=–0,5

–(Y-1)   >>>   q=–1

– q>1: reduz concentração à direita.

– q=1: dados originais.

– q<1: reduz concentração à esquerda.

– log(x+1) viabiliza transformação quando x=0. Se distribuição 

de log(x+1) for normal, é chamada de distribuição lognormal.

TRANSFORMAÇÃO DE DADOS
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ÍNDICE VALORES RACIONAIS (TRADICIONAL/SECULAR)
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ÍNDICE VALORES RACIONAIS (TRADICIONAL/SECULAR)
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ÍNDICE VALORES RACIONAIS (TRADICIONAL/SECULAR)
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LOGARITMO DO ÍNDICE VALORES RACIONAIS
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LOGARITMO DO ÍNDICE VALORES RACIONAIS
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LOGARITMO DO ÍNDICE VALORES RACIONAIS
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ÍNDICE VALORES RACIONAIS ELEVADO A 0,4
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