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PROBABILIDADE

— A probabilidade é a base sobre a qual s&o construidos
Importantes métodos de inferéncia estatistica.

— Regra do evento raro para inferéncia estatistica: se, sob
uma dada hipétese, a probabilidade de um evento particular
observado for muito pequena, concluimos que,
provavelmente, a hipdtese néo € correta.

— Objetivo principal é de entender valores de probabilidade, os
guais serao uteis nos capitulos seguintes.

— Tambéem aprenderemos como determinar valores de
probabilidades em uma variedade de circunstancias.



FUNDAMENTOS



DEFINICOES

— Os valores de probabilidade se expressam como numeros
entre 0 e 1 (inclusive).

— O importante é aprender a interpretar valores de
probabilidade.

— Uma probabilidade muito pequena (0,001, por exemplo)
iIndica que determinado evento raramente ocorre.

— Um evento € qualquer conjunto de resultados ou
consequéncias de um experimento.

— Um evento simples € um resultado ou um evento que nao
pode mais ser decomposto em componentes mais simples.

— O espaco amostral de um experimento consiste em todos
0S eventos simples possiveis, ou seja, sao todos resultados
gue nao podem mais ser decompostos.



EXEMPLOS

Procedimento

Exemplo de evento

Espaco amostral

1 nascimento

Evento simples:
sexo feminino

Com 1 nascimento, ha 2
resultados que séo
eventos simples:

{f, m}

3 nascimentos

Evento:
2 femininos e 1 masculino

Eventos simples (todos
eventos simples
resultantes de 2 femininos
e 1 masculino):

ffm, fmf, mff

Com 3 nascimentos, ha 8
resultados que séo
eventos simples:

{fff, ffm, fmf, fmm,
mff, mfm, mmf, mmm}




NOTACAO BASICA PARA PROBABILIDADE

— P representa a probabilidade.
— A, B e C representam eventos especificos.

— P(A) representa a probabilidade de ocorréncia do evento A.



REGRAS PARA DEFINIR PROBABILIDADE DE EVENTO

— Ha diferentes formas de definir a probabilidade de um
evento, tais como:

REGRA 1
Aproximacao da probabilidade pela frequéncia relativa:
P(A) = (n° vezes em que ocorreu A) /
(n° vezes que procedimento foi repetido)

— Lei dos grandes numeros: a medida que um experimento
é repetido varias vezes (maior amostra), essa probabilidade
tende a se aproximar da verdadeira probabilidade.

— Exemplo é a probabilidade de ocorréncias de cara, ao lancar
uma moeda.



REGRA 2

Abordagem classica da probabilidade:

— Determinado experimento tem n diferentes eventos simples
e cada um desses eventos simples tem igual chance de
ocorrer (resultados igualmente provaveis).

— Se evento A pode ocorrer em s dessas n maneiras, entao:

P(A) = (n° maneiras em que A pode ocorrer) /
(n° diferentes eventos simples) =s/n

— Exemplo é o numero de maneiras em que 4 pode ocorrer ao
lancar dois dados.



REGRA 3

Probabilidades subjetivas:

— P(A) é estimada com base no conhecimento de
circunstancias relevantes.

— Exemplo e a previsao meteoroldgica para o dia seguinte.
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CONSIDERACOES IMPORTANTES
— Um erro comum consiste em, incorretamente, admitir que
0s resultados sao igualmente provaveis porqgue nao sabemos
coisa alguma sobre a probabilidade de cada resultado.

— Quando nao se sabe coisa alguma a respeito da
probabilidade de diferentes resultados possiveis, ndo se
deve supor gue sejam igualmente provaveis.

— Nos problemas de probabilidade basica, € muito importante
examinar a informacao disponivel cuidadosamente e
identificar o nimero total de resultados possiveis.

— A precisao dos resultados depende da qualidade do
metodo de amostragem e dos procedimentos de pesquisa.

— Simulacdo do experimento € um processo que se comporta
da mesma maneira que o experimento, com resultados
semelhantes e mais faceis de calcular.
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VALORES POSSIVEIS DE PROBABILIDADE

— A probabilidade matematica de qualguer evento € O, 1 ou
um numero entre O e 1:

— A probabilidade de um evento impossivel é 0.
— A probabilidade de um evento cuja ocorréncia é certa e 1.

— Para qualguer evento A, a probabilidade de A esta entre O
e 1, inclusive (0 <= P(A) <=1).

— Expressodes mais familiares e comuns de verossimilhanca:
— Impossivel: P(A)=0
— Improvavel: P(A)~=0,25
— Chance 50-50: P(A)=0,5
— Provavel: P(A)~=0,75
— Certo: P(A)=1
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EVENTOS COMPLEMENTARES

— O complementar de um evento A, representado por A,
consiste em todos os resultados em que A nao ocorre.

VALORES P

— Mais adiante, veremos a expressao “valor P” com
“significancia inferior a 0,001” (p<0,001 ou significante a
99,9%).

— O importante é saber que uma probabilidade de 0,001
corresponde a um evento tao raro que ocorre, em media,
apenas uma vez em cada mil tentativas.
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ARREDONDAMENTO DE PROBABILIDADES

— Ao expressar o valor de uma probabilidade, deve-se indicar:
1) A fracao exata, por exemplo, 1/3.
2) O decimal exato, por exemplo, 0,5 (e nao 0,500).

3) Arredondar o resultado final para trés algarismos
significativos, sendo que todos algarismos sao
significativos, menos 0s zeros que sao incluidos para o
posicionamento correto da virgula decimal (por exemplo,
0,0215, ao invés de 0,021491).

— Quando uma probabilidade nao é uma fracao simples
(432/7842, por exemplo), devemos expressa-la na forma
decimal (0,0551) para facilitar compreenséao.
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CHANCES

— As expressoes de verossimilhanca (probabilidade) sao
frequentemente dadas em forma de chances, ex.: “50:1".

— Uma desvantagem séria das chances € gque elas tornam
muitos calculos extremamente dificeis.

— A chance real contra a ocorréncia do evento A é dada pela
razéo P(A)/P(A) , usualmente expressa na forma a:b (ou “a
para b”), onde a e b sao inteiros primos entre si.

— A chance real a favor do evento A é o inverso da chance
real contra aquele evento. Se a chance contra A € a:b, entao
a chance a favor de A é b:a ou P(4)/P(4).

— A chance no rateio contra o evento A representa a razao
do lucro liquido (se vocé ganhar) para a quantia apostada:

(lucro liquido) : (quantia apostada)
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EXEMPLO

— Digamos: (1) vocé aposta 5 dolares no nimero 13 em uma
roleta; (2) sua probabilidade de ganhar € de 1/38; e (3) a
chance no rateio dada pelo cassino € de 35:1.

— Chance real contra 13
— P(13)=1/38 e P(néao 13)=37/38
— P(ndo 13)/P(13) = (37/38)/(1/38) = 37/1 = 37:1
— Lucro liquido
— 35:1 = (lucro liquido):(quantia apostada)
— Lucro liquido é de $35 para cada doélar apostado.
— Se aposta é de $5, apostador recebe $180 [(5*35)+5].
— Chance no rateio = chance real contra 13
— Lucro liguido seria de $37 para cada dolar apostado.
— Cassino esta lucrando $2 para cada dolar apostado.
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REGRA DA ADICAO
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REGRA DA ADICAO (ou)

— A regra da adicao € uma ferramenta para achar
probabilidades que podem ser expressas como P(A ou B):

— A probabilidade de que ocorra: (1) o evento A; (2) o
evento B; ou (3) ambos ocorram.

— Precisamos encontrar o numero total de maneiras que o
evento A pode ocorrer e que o evento B pode ocorrer, mas
sem contar qualquer resultado mais de uma vez.

— Usaremos mais o “ou inclusivo” (ou um, ou outro, ou
ambos), ao invés do “ou exclusivo” (ou um, ou outro, mas
nao ambos).

— E importante saber que evento composto é qualquer
evento gue combina dois ou mais eventos simples.

P(A ou B)=P(evento A, ou B, ou ambos em unica prova)

18



EXEMPLO
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Sujeito realmente usou maconha?
Resultado do teste
Sim Nao
Positivo 119 24
(positivo verdadeiro) (falso positivo)
Negativo 3 154
J (falso negativo) (negativo verdadeiro)

— Qual a probabilidade de ser selecionado um sujeito que
teve teste positivo ou usava maconha?

— Somente positivo (24), somente maconha (3), ambos (119).
— P(teste positivo ou usava maconha) = 146 / 300 = 0,487.
— Tomou-se o cuidado de nao realizar contagens duplas.



REGRA FORMAL E REGRA INTUITIVA

— Regra formal da adicao:
P(AouB)=P(A) + P(B)— P(A e B)
P(AUB)=P(A) +PB)-P(ANB)

— P(A e B) representa a probabilidade de A e B ocorrerem

em conjunto, como resultado de 1 prova do experimento.
— Regra intuitiva da adicao:

— Para achar P(A ou B), ache a soma do numero de
maneiras segundo as quais o evento A pode ocorrer e o
numero de maneiras segundo as guais o evento B pode
ocorrer, somando de tal maneira que cada resultado seja
contado apenas uma vez.

— P(A ou B) é igual a esta soma dividida pelo niamero total
de resultados do espaco amostral.
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DIAGRAMA DE VENN

— Eventos A e B sao disjuntos (ou mutuamente exclusivos) se
eles nao podem ocorrer simultaneamente.

— Ou seja, eventos disjuntos nao se superpoem.

EVENTOS DISJUNTOS EVENTOS NAO-DISJUNTOS
Area Total = 1 Area Total = 1
P(A) P(B) P(A) P(B)
P(A e B)

P(A e B): probabilidade de que A e B ocorram ambos na mesma prova
do experimento.
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EVENTOS COMPLEMENTARES

— O evento A e seu complementar (4) tém que ser disjuntos,
porque é impossivel um evento e seu complementar
ocorrerem ao mesmo tempo.

— Podemos afirmar que A ocorre ou nao ocorre, o que implica
gue ou A ou A tem que ocorrer.

— Regra da adicao para eventos disjuntos:

P(Aoud) =P(A)+P(4) =1

— Trés expressoes equivalentes:

P(A) + P(A) =1

P(A)
P(A)

1 — P(A)
1 —P(4)

Area Total = 1
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REGRA DA MULTIPLICACAO:
IDEIAS BASICAS

23



24

REGRA DA MULTIPLICACAO (e): IDEIAS BASICAS

— A regra basica da multiplicacao € usada para se encontrar
P(A e B), a probabilidade de o evento A acontecer em uma
primeira prova e o evento B ocorrer em uma segunda prova.

— Se o resultado do primeiro evento A afeta a probabilidade do
segundo evento B, € importante ajustar a probabilidade de B
para refletir a ocorréncia do evento A.

— Probabilidade condicional: P(B|A) representa a
probabilidade do evento B ocorrer depois que se admite que
0 evento A ocorreul.



EXEMPLO
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Sujeito realmente usou maconha?
Resultado do teste
Sim Nao
Positivo 119 24
(positivo verdadeiro) (falso positivo)
Negativo 3 154
J (falso negativo) (negativo verdadeiro)

— Qual a probabilidade de que a primeira pessoa
selecionada tenha um resultado de teste positivo e a
segunda pessoatenha um teste negativo?

1) P(teste positivo) = 143/300.
2) P(teste negativo) = 157/299.

— P(1° positivo e 2° negativo) = (143/300) x (157/299) = 0,250.
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DEFINICOES IMPORTANTES

— Dois eventos A e B s&o independentes se a ocorréncia de
um néao afeta ocorréncia do outro (com reposicao):

P(AeB)=P(A) xP(B)
— Se a ocorréncia de B depende da ocorréncia de A, estes
eventos sao dependentes (sem reposicao):
P(AeB)=P(A) xP(B|A)
— Regra intuitiva da multiplicacao:
— Ao calcular a probabilidade de ocorréncia do evento A em
uma prova e do evento B na prova seguinte:

— Multipligue a probabilidade do evento A pela
probabilidade do evento B.

— Mas certifique-se de que a probabilidade do evento B
leva em conta a ocorréncia prévia do evento A.



VARIOS EVENTOS

— A probabilidade de qualquer sequéncia de eventos
iIndependentes € o produto das probabilidades
correspondentes.

— Podemos também estender a regra da multiplicacao de
modo que ela se aplique a eventos dependentes, ajustando
as probabilidades a medida que avancamos.
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EVENTOS DEPENDENTES COMO INDEPENDENTES

— E préatica comum considerarem-se 0s eventos como
Independentes quando peguenas amostras sao retiradas de
grandes populacoes:

— E raro selecionar o mesmo item duas vezes.

— Se o tamanho da amostra nao é maior que 5% do tamanho
da populacao, trate as selecoes como sendo independentes:

— Isso é realizado mesmo que as selecOes sejam feitas

sem reposicao, ou seja, sejam tecnicamente dependentes.

— Isso é usado em pesquisas de opinido publica, quando ha
poucas entrevistas em uma populacao de milhodes:

— Mesmo sem reposicéo, é considerada independéncia.
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REGRA DA MULTIPLICACAO:
COMPLEMENTARES E PROBABILIDADE CONDICIONAL
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REGRA DA MULTIPLICACAO:
COMPLEMENTARES E PROBABILIDADE CONDICIONAL

— Probabilidade complementar:

— Quando desejamos achar a probabilidade de que, entre
varias tentativas, obtemos pelo menos um de alguns
eventos especificados:

— Podemos achar a probabilidade de que nenhum
dagueles eventos ocorrera.

— Entado achamos a probabilidade complementar.

— Probabilidade condicional:

— E a probabilidade de um evento, dada a informacéo
adicional de que algum outro evento ja ocorreul.
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COMPLEMENTARES:
PROBABILIDADE DE “PELO MENOS UM”

— A regra da multiplicacao e a regra do complementar podem
ser usadas em conjunto para resolver certos problemas.

— Ache a probabilidade de que, entre varias tentativas, pelo
menos um (um ou mais) forneca um resultado especificado.

— O complementar de se obter pelo menos um de um item
particular € nao se obter qualquer item daquele tipo.

— Probabilidade de pelo menos um de alguma coisa é a
diferenca entre 1 e a probabilidade de nenhum:

P(pelo menos um) = 1 — P(henhum)
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EXEMPLO: SEXO DE CRIANCAS

— Sendo meninos e meninas igualmente provaveis e sexo de
uma crianca independente do sexo de outra, qual € a
probabilidade de pelo menos 1 menina em 3 criancas?

1) P(A) = pelo menos 1 menina em 3 criancas
2.1) P(nao A) = nao se obter pelo menos 1 meninaem 3
2.2) P(nhao A) =todas 3 criancas sao meninos

2.3) P(ndo A) = menino e menino e menino

3.1) Probabilidade complementar = P(nao A)
3.2) P(menino, menino, menino) =1/2 x 1/2x 1/2 = 1/8

4)PA)=1-PMnaoA)=1-1/8=7/8
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PROBABILIDADE CONDICIONAL

— A probabilidade condicional de um evento é usada quando a
probabilidade é afetada pelo conhecimento de outras
circunstancias.

— Ou seja, é a probabilidade obtida com a informacéo
adicional de gue algum outro evento ja ocorreu.
— P(BJ|A) representa a probabilidade condicional da ocorréncia
do evento B, dado que o evento A ja ocorreu:
— Como: P(A e B) =P(A) x P(B|A)
— Temos: P(B|A) = P(Ae B)/P(A)
— Abordagem intuitiva: a probabilidade condicional de B
dado A pode ser calculada considerando-se que o evento A

ocorreu e calcular a probabilidade de que o evento B
ocorrera.
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EXEMPLO

Sujeito realmente usou maconha?
Resultado do teste
Sim Nao
Positivo 119 24
(positivo verdadeiro) (falso positivo)
Negativo 3 154
J (falso negativo) (negativo verdadeiro)

— Ao escolher 1 pessoa, qual a probabilidade do teste ser
positivo, visto que esta pessoa usou maconha?

1) P(positivolmaconha) = 119/122 = 0,975.

= P(positivo e maconha)/P(maconha) = (119/300) / (122/300)
2) P(maconhalpositivo) = 119/143 = 0,832

= P(maconha e positivo)/P(positivo) = (119/300) / (143/300)



PROBABILIDADES ATRAVES DE SIMULACOES
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PROBABILIDADES ATRAVES DE SIMULACOES

— Ao invés de usarmos regras formais para encontrar
probabilidades, podemos desenvolver uma simulacao, a qual
se comporta da mesma maneira que o procedimento em
analise.

— Uma simulacio de um experimento € um processo que tem
0 mesmo comportamento do experimento, de modo que sao
gerados resultados semelhantes.

— E extremamente importante que a elaboracio de uma
simulacao seja feita de modo que ela se comporte
exatamente igual ao experimento real.

— Isso pode ser feito com tabela de numeros aleatorios ou
com programas estatisticos:

— P(data de nascimento igual: 1 a 365) com n=25 no Excel.



CONTAGEM
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CONTAGEM
— Em muitos problemas de probabilidade, a maior dificuldade
€ encontrar o numero total de resultados.
— Ha diferentes métodos para se encontrar tais numeros.

— Principio fundamental da contagem: para uma sequéncia
de dois eventos, na qual o primeiro evento pode ocorrer de m
maneiras e o segundo pode ocorrer de n maneiras, 0S
eventos juntos podem ocorrer em um total de m*n maneiras.

— Exemplo:
— Probabilidade de gerar um numero aleatério de CPF.
— 11 digitos, sendo que cada um tem 10 resultados
possiveis (0 a 9).
—10*10*10*10*10*10*10*10*10*10*10 = 100.000.000.000
— P(n° aleatério CPF) = 1/100.000.000.000
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REGRA DO FATORIAL
— O simbolo fatorial (!) representa o produto de inteiros
positivos decrescentes (4! = 4*3*2*1 = 24).
— Por definicao, 0! = 1.
— Um conjunto de n diferentes itens pode ser organizado em
ordem de n! maneiras diferentes.

— Isso ocorre porgue o primeiro item pode ser selecionado
de n diferentes maneiras, o segundo de n—1 maneiras...

— Exemplo:

— Se temos que realizar pesquisas nas capitais estaduais,
gual o numero de diferentes rotas possiveis?

— 27 = 27*26*25*24*23*...*3*2*1
—10.888.869.450.418.400.000.000.000.000 rotas possiveis
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REGRA DAS PERMUTACOES
(QUANDO TODOS ITENS SAO DIFERENTES)

— Na permutacao (arranjo, sequéncia), a ordem € levada em
conta, no sentido de que diferentes ordenacoes dos mesmos
itens sao contadas separadamente.

— Requisitos:
— Ha& um total de n diferentes itens disponiveis.
— Selecionamos r dos n itens (sem reposicao).

— Temos que considerar reorganizacoes dos mesmos itens
como sendo sequéncias diferentes (ABCZACB#CBA...).

— Numero de permutacdes (ou sequéncias) de r itens
selecionados (sem reposicao) dentre os n diferentes itens

disponiveis é: nl

(n—r)!

n —
Pr —



EXEMPLO DE PERMUTACAO
(QUANDO TODOS ITENS SAO DIFERENTES)

— Se temos gue realizar pesquisas nas capitais estaduais,
mas dispomos de tempo para visitar apenas guatro capitais,
gual o niumero de diferentes rotas possiveis?

— Sendo n=27 e r=4, aplicamos a formula:

—n!/(n—r)! =

=27 (27-4)! =

— 27!/ 23! =

— 27 *26*25* 24 * 231/ 23! =
—27*26*25* 24 =

— 421.200 rotas possiveis
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REGRA DAS PERMUTACOES
(QUANDO ALGUNS ITENS SAO IGUAIS A OUTROS)

— Requisitos:
— Ha n itens disponiveis e alguns itens s&o iguais a outros.
— Selecionamos todos 0s n itens (sem reposicao).

— Consideramos os rearranjos de itens distintos como
sequéncias diferentes.

— Se o0s requisitos sao satisfeitos e se ha n, iguais entre si, n,
iguais entre si, ..., n, iguais entre si, 0 numero de
permutacoes (ou sequéncias) de todos os n itens
selecionados sem reposicao é: n'

n{n,!..n,.!

— Quando ha apenas duas categorias, podemos definir que x
sejam iguais entre si € 0S outros n—x também: n.

(n —x)!x!



EXEMPLO DE PERMUTACAO
(QUANDO ALGUNS ITENS SAO IGUAIS A OUTROS)

— Um pesquisador realiza um teste de um metodo de selecao
de sexo com 10 casais. Os resultados dos nascimentos sao
de 8 meninas e 2 meninos.

— Quantas maneiras diferentes 8 meninas e 2 meninos podem
ser arranjados em sequéncia?

— Temos n=10 nascimentos.

— nyiguais (meninas) = 8

— N, iguais (meninos) = 2

—n!'/(n!n,t)=10!/(8!'2!) =10*9*8! /(8! 2!) =10*9 /2 =45

—n!/[(n—x)!x!] = 10!/ [(10-8)! 8!] = 10!/ (2! 8!) =45

— Ha 45 maneiras diferentes em que 8 meninas e 2
meninos podem ser arranjados.
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PERMUTACAO # COMBINAGCAO

— Quando diferentes ordenacoes dos mesmos itens sao
contadas separadamente, tem-se um problema de
permutacao:

— Consideramos reorganizacoes dos mesmos itens como
sendo sequéncias diferentes (ABCZFACB#CBA...).

— Quando as diferentes ordenac0es dos mesmos itens nao
sao contadas separadamente, tem-se um problema de
combinacao:

— Consideramos reorganizacdoes dos mesmos itens como
sendo sequéncias iguais (ABC=ACB=CBA...).
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REGRA DAS COMBINACOES

— Requisitos:
— Ha n diferentes itens disponiveis.
— Selecionamos r dos n itens (sem reposicao).

— Consideramos reorganizacoes dos mesmos itens como
sendo a mesma (ABC=ACB=CBA...).

— Se 0s requisitos precedentes forem satisfeitos, o nimero de
combinacodes de r itens escolhidos dentre n itens diferentes
é:
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EXEMPLO

— Desejamos tratar 8 pessoas sadias (r) com uma nova droga e
temos 10 voluntarios (n).

— 8 sujeitos sao selecionados dentre 10 e tratados em
sequéncia. Se houver reacao adversa, teste é
interrompido. Quantos arranjos possiveis?

Ordem importa (rearranjos de mesmos itens sao diferentes):
permutacao: n!/(n—r)! = 10!/(10-8)! = 10!/2! = 1.814.400

— 8 sujeitos sao selecionados dentre 10 e tratados ao
mesmo tempo. Quantos arranjos possiveis?

Ordem nao importa (rearranjos de mesmaos itens sao iguais):
combinacao: n!/(n—r)!r! = 10!/(10-8)!8! = 101/218! = 45



