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REGRESSAO

— Apos determinar se ha ou nao correlacao linear entre duas
variaveis, € preciso descrever a relacao entre duas variaveis.

— Podemos usar graficos e a equacao da reta (equacao de
regressao) que melhor representa a relacao.

— Com base em valores amostrais emparelhados, estimamos
intercepto (b,) e inclinagao (b,) e identificamos uma reta com
a equacao:

Y =by + byx
— A verdadeira equacao de regressao é:

Yy = po + p1x

— Essa € a mesma equacao tipica de umareta: y = mx + b.



CONCEITOS BASICOS DE REGRESSAO

— Ha variaveis que se relacionam de maneira deterministica,
em que valor de uma variavel € automaticamente dado por
valor de outra variavel, sem erro (ex.: custo € dado pelo
preco).

— Porém, estamos interessados em modelos probabilisticos,
em que uma variavel nao € completamente determinada por
outra variavel.

— Equacao de regressao expressa relacao entre x (variavel
explanatoria, variavel previsora, variavel independente) e y
(variavel resposta, variavel dependente).

— Usamos estatisticas amostrais (b, e b,) para estimar os
parametros populacionais (5, e 84).



REQUISITOS SIMPLIFICADOS

— Amostra de dados emparelhados (x, y) € uma amostra
aleatoria de dados quantitativos.

— Exame do diagrama de dispersao mostra que pontos se
aproximam do padrao de uma reta.

— Valores extremos (outliers) devem ser removidos se forem
erros.



REQUISITOS FORMAIS

— Para cada valor fixo de x, os valores correspondentes de y
tém uma distribuicao que tem forma de sino.

— Para os diferentes valores fixados de x, as distribuicbes dos
valores correspondentes de y tém todas a mesma variancia.
— Isso € violado se parte do diagrama de dispersao exibir
pontos muito proximos da reta de regressao, enquanto
outra parte exibir pontos muito afastados da reta.

— Para os diferentes valores fixados de x, as distribuicbes dos
valores correspondentes de y tém meédias proximas de uma
reta.

— Os valores de y sao independentes.

— Resultados nao sao seriamente afetados se afastamento
da normal nao for muito extremo.



DEFINICOES

— Utilizando dados amostrais emparelhados, a equacao de
regressao descreve a relacao algébrica entre duas variaveis:
Y =by + byx
— O grafico da equacao de regressao € a reta de regressao
(reta de melhor ajuste, reta de minimos quadrados).

Notacao Parametro populacional | Estatistica amostral
Intercepto Bo b,
Inclinacao B b,

Equacao da reta y=B,*Bx y=by+bx

— Determinando inclinagao (b,) e intercepto (by):
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OUTROS PONTOS IMPORTANTES

— A reta de regressao € a que melhor se ajusta aos dados
amostrais.

— Arredonde b, e b, para trés digitos significativos.



EQUACAO DE REGRESSAO PARA PREVISOES

— Equacdes de regressao podem ser uteis para prever valor
de uma variavel, dado algum valor de outra variavel.

— Nao baseie previsoes em valores muito distantes dos limites
dos dados amostrais.

— Se a reta de regressao se ajusta bem aos dados, faz sentido
usa-la para previsoes.

— Devemos usar equacao da reta de regressao apenas se
equacao de regressao for bom modelo para dados.



OBSERVANDO A CORRELAGCAO LINEAR

— Devemos usar a equacao de regressao para previsoes
apenas se houver correlacao linear.

— Ou seja, a adequacao de usar a regressao pode ser
avaliada pelo teste da significancia do coeficiente de
correlacao linear (r).

— Se nao ha correlacao linear, ndo usamos a equacao de
regressao, mas simplesmente a meédia amostral da variavel
como seu preditor.



EM SUMA...

— Na previsao de um valor de y com base em algum valor
dado de x:

— Se nao ha correlacao linear, o melhor valor previsto de y

e y.
— Se ha correlacao linear, melhor valor previsto de y é
encontrado pela substituicao do valor de x na equacao de

regressao.

— O coeficiente de correlacao linear (r) € a medida de quao
bem a reta de regressao se ajusta aos dados amostrais.

— Mesmo que r tenha um valor pequeno (0,2), a equacao de
regressao pode ser modelo aceitavel se r for significativo.
— Se r nao for significativo, equacao de regressao nao deve

ser usada para previsoes.
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PROCEDIMENTO PARA PREVISAO

Calcule o valor de r e teste
 a hipbtese de que p = O.

o
o

‘*’-‘MW\N‘ p : O

" érejeitada

(de modo que ha

“\uma correlagzo linea
?

Dado qualquer valor de uma |
variavel, o melhor valor ‘
previsto da outra varidvel é
sua média amostral,

Use a equacdio de 3
regressao para fazer
previsdes. Substitua o
valor dado na equagéo
de regressao.

11



2

1
DIRETRIZES PARA USO DA EQUAGCAO DE REGRESSAO

— Se nao ha qualquer correlacao linear, ndo use a equacao de
regressao para fazer previsoes.

— Quando usar equacao de regressao para previsoes,
permaneca dentro do alcance dos dados amostrais
disponiveis.

— Uma equacao de regressao com base em dados antigos,
nao é necessariamente valida no momento atual.

— Nao faca previsdoes sobre uma populacido que ¢é diferente da
populacido da qual se extrairam os dados amostrais.



MUDANCA MARGINAL

— Ao trabalhar com duas variaveis relacionadas por uma
equacao de regressao, a mudang¢a marginal em uma
variavel (y) € a quantidade que ela varia (b,) quando outra
variavel (x) varia em exatamente uma unidade.

— Ainclinagao b, representa a mudanca marginal em y
gquando x varia em uma unidade.
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OUTLIERS E PONTOS INFLUENTES

— Uma analise de correlacao e regressao de dados bivariados
(pares) deve incluir pesquisa de valores extremos (outliers) e
pontos influentes.

— Em um diagrama de dispersao, um outlier € um ponto que
se situa muito afastado dos demais pontos amostrais.

— Dados amostrais emparelhados podem incluir um ou mais
pontos influentes, que sao pontos que afetam fortemente o
grafico da reta de regressao.

100 4

Intervalo apbs
3

T T T
100 150 200 750 300
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RESIDUOS

— Ha critérios para dizer que a equacao de regressao
representa a reta que melhor se ajusta aos dados.

— Esse critério se baseia nas distancias verticais entre os
pontos de dados originais e a reta de regressao (residuos).

— Para uma amostra de dados emparelhados (x, y), um
residuo € a diferenca (y — y) entre um valor amostral y
observado e o valor de y, que € o valor de y predito pelo uso
da equacao de regressao.

residuo = y observado — y previsto =y —y
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PROPRIEDADE DOS MINIMOS QUADRADOS

— Uma reta satisfaz a propriedade dos minimos quadrados se
a soma dos quadrados dos residuos € a menor possivel.

— A soma das areas dos quadrados na proxima figura € a
menor soma possivel.



NENESECES
POPON

RESIDUOS E QUADRADOS DOS RESIDUOS
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GRAFICOS DOS RESIDUOS

— Graficos de residuos podem ser instrumento util para:
— Analise dos resultados da correlagao e regressao.

— Verificacao dos requisitos necessarios para fazer
inferéncias sobre correlagao e regressao.

— Para construir grafico de residuos, use o0 mesmo eixo x do
diagrama de dispersao, mas use um eixo vertical para os
valores dos residuos.

— Trace uma reta horizontal passando pelo residuo de valor 0.

— Um grafico de residuos € um diagrama de dispersao dos
valores de (x, y) depois que cada um dos valores da
coordenada y tiver sido substituido pelo valor do residuo (y—

N

y).
— Ou seja, € um grafico dos pontos (x, y—y).
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ANALISE DOS GRAFICOS DOS RESIDUOS

— Se o grafico de residuos nao revela qualquer padrao, a
equacao de regressao € uma boa representacao da
associacao entre as duas variaveis.

— Se o grafico de residuos revela algum padrao sistematico, a
equacao de regressao nao € uma boa representacao da
associacao entre as duas variaveis.
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EXEMPLOS

— Reta de regressao se

ajusta bem aos dados.

Fitted Line Plot
y = 0,433+ 4.850

— Grafico dos residuos nao

revela qualquer padrao.

20
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EXEMPLOS

— Diagrama de dispersao

mostra que associagao
nao é linear.

— Grafico dos residuos

exibe um padrao distinto
(nao linear).
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EXEMPLOS

— Diagrama de dispersao
exibe variagcao crescente
dos pontos em relacao a
reta de regressao.

— No grafico dos residuos,

pontos exibem maior
dispersao indo da
esquerda para a direita.
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Fitted Line Plot
y= 004 +4581x
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— Isso viola requisito de que, para diferentes valores de x,
distribuicao dos valores de y tem mesma variancia.



VARIACAO E INTERVALOS DE PREVISAO
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VARIACAO E INTERVALOS DE PREVISAO

— Veremos a variagcao que pode ser explicada e que nao pode
ser explicada pela correlacao linear entre x e .

— Em seguida, construiremos um intervalo de previsao, que é
uma estimativa intervalar para o valor previsto de y:

— Estimativas de intervalos de parametros sao chamados
de intervalos de confianca.

— Estimativas de intervalos de variaveis sao chamados de
intervalos de previsao.



DESVIOS TOTAL, EXPLICADO E NAO-EXPLICADO

— Suponha que tenhamos um conjunto de pares de dados
com o ponto amostral (x, y), que y seja o valor previsto de y
(obtido pelo uso da equacao de regressao) e que a média
dos valores amostrais de y seja y .

— Desvio total de (x, y) € a distancia vertical y -y, que € a
distancia entre o ponto (x, y) e a reta horizontal que passa
pela media amostral.

— Desvio explicado de (x, y) é a distancia vertical y — y, que
é a distancia entre o valor previsto de y e a reta horizontal
que passa pela média amostral.

— Desvio nao-explicado (residuo) € a distancia vertical y — y,
gue € a distancia vertical entre o ponto (x, y) e a reta de
regressao.
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DESVIOS TOTAL, EXPLICADO E NAO-EXPLICADO
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VARIANCIAS TOTAL, EXPLICADA E NAO-EXPLICADA
(desvio total) = (desvio explicado) + (desvio ndo-explicado)
y-y)=-y)+y-y)

— Se somarmos os quadrados dos desvios usando todos os
pontos (X, y), obteremos quantidades de variacao.

— A variancia total se expressa como a soma dos quadrados
dos valores do desvio total.

— A variancia explicada é a soma dos quadrados dos valores
do desvio explicado.

— A variancia nao-explicada € a soma dos quadrados dos
valores do desvio ndo explicado.



COEFICIENTE DE DETERMINACAO

— Lembremos que o valor de r? é a proporgao em y que pode
ser explicada pela relacao linear entre x e y.

— Este coeficiente de determinacao é entao a quantidade de
variacao em y que € explicada pela reta de regressao.

, variagdo explicada Y(9 — y)*
.2 —

variacdo total Y (y — )2
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INTERVALOS DE PREVISAO

— Sabemos que estimativas pontuais tém a séria desvantagem
de nao fornecerem qualquer informacao sobre o nivel de
precisao.

— Usamos os intervalos de confianca para estimar intervalos
de parametros.

— Agora usaremos intervalos de previsao para estimar
intervalos de uma variavel (valor previsto de y).

— O desenvolvimento de um intervalo de previsao requer uma
medida da dispersao dos pontos amostrais em torno da reta
de regressao.
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ERRO PADRAO DA ESTIMATIVA

— Erro padrao da estimativa € uma medida da dispersao dos
pontos amostrais em torno da reta de regressao.

— E utilizado o desvio nao-explicado (residuo).

— O erro padrao da estimativa (s,) € uma medida das
diferencas (distancias) entre os valores amostrais de y

observados e os valores previstos y que sao obtidos com o
uso da reta de regressao.

_So-97 . [Ey-hZy-bZxy
Se = n—>72 € \ n—=2




DESVIO PADRAO E ERRO PADRAO DA ESTIMATIVA

— O desvio padrao € uma medida de como os valores se
afastam de sua média.

— O erro padrao da estimativa (s,) € uma medida de como
0s pontos amostrais se afastam de sua reta de regressao.

— Valores de s, relativamente menores refletem pontos que
permanecem mais proximos da reta de regressao.

— Valores relativamente maiores ocorrem com pontos mais
afastados da reta de regressao.

31



INTERVALO DE PREVISAO PARA y INDIVIDUAL

— Dado o valor fixo x,, o intervalo de previsdo para um y
iIndividual é:
y—E<y<y+E
— A margem de erro (E) é:

o . 1 n(x, — Xx)?
~ e TR T @) - @0

— Em que:
— X, representa o valor dado de x.
— t,» tem n — 2 graus de liberdade.

— S, € encontrado pela formula apresentada anteriormente.
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REGRESSAO MULTIPLA
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REGRESSAO MULTIPLA

— Trataremos de um meétodo para analise de uma relacao
linear que envolve mais de duas variaveis.

— Mais especificamente, serdo abordados:
— Equacao de regressao multipla.
— Valor do R? ajustado.

— Valor P.
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EQUACAO DE REGRESSAO MULTIPLA

— Uma equacao de regressao multipla expressa uma relacao
linear entre uma variavel dependente (y) e duas ou mais
variaveis previsoras (X4, Xp, ..., Xy)-

— Forma geral da equacao de regressao multipla estimada:

j} — bﬂ + blxl + bz%z + o+ bkxk



NOTAGCAO
YV =by+ byxy + byxy 4+ -+ b Xy,
— n = tamanho amostral
— k = numero de variaveis independentes
— y = valor previsto de y, calculado com equacao de regressao
— X4, X5, ..., X, = variaveis independentes

— By = parametro populacional que indica intercepto y (valor de
y quando todos x, sao zero)

— b, = estimativa amostral de 3,
— B4, Bo,-.., B = sao coeficientes das variaveis x4, X,,..., X,

— by, b,,..., b, = sdo estimativas amostrais de B, B,,..., By
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ERRO ALEATORIO

— Para qualquer conjunto especifico de valores de x, a
equacao de regressao esta associada a um erro aleatorio (¢).

— Admitimos que estes erros:
— S3o distribuidos normalmente.
— Possuem meédia zero.
— Possuem desvio padrao de o.

— Sao independentes das variaveis do modelo.
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COEFICIENTE DE DETERMINAGAO MULTIPLA (R2)

— R? é o coeficiente de determinacao muiltipla:

— Mede o0 quao bem a equacao de regressao multipla se
ajusta aos dados amostrais.

— Indica a proporcao de variagcao em y que pode ser
explicada pela variacao em x;, X,, ..., X;.

— R? = 1: significa ajuste perfeito.
— R? proximo de 1: ajuste muito bom.
— R? préximo de 0: ajuste muito ruim.
— Na medida em que mais variaveis sdo incluidas, R? cresce.

— O maior R? é obtido pela inclusdo de todas variaveis

disponiveis, mas esta nao € a melhor equacao de regressao.
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COEFICIENTE DE DETERMINACAO AJUSTADO

— Como o R? sempre aumenta com a inclusdo de variaveis, a
comparacao de diferentes equacoes de regressao multipla
realizada com o R? ajustado pelo niUmero de variaveis e
tamanho amostral:

(n—1)
[n—(k+ 1))

R%ajustado = 1 — (1 — R?%)
— Em que:
— n = tamanho amostral.

— k = numero de variaveis independentes (x).
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OBSERVAGCOES IMPORTANTES

— O R? ajustado auxilia na escolha de modelo sem variaveis
independentes redundantes (entre modelos nao-aninhados).

— Comparacao dos R? ajustados pode ser feita para optar
entre modelos com formas funcionais diferentes das
variaveis independentes:

y =B + B4log(x) +u

y =B *+ BiX + Byx% + u

— Nao podemos usar nem o R? nem o R? ajustado para
escolher entre modelos nao-aninhados com diferentes
formas funcionais da variavel dependente.

— Os R?2 medem a proporcao explicada do total da variacdo de
qgualquer variavel dependente.

— Portanto, diferentes fungdes da variavel dependente terao
diferentes montantes de variacao a serem explicados.
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VALORP

— O valor P é uma medida da significancia global da equacao
de regressao multipla.

— A hipodtese nula testada € (Hy: B4 =6, = ... = B, = 0).
— O valor P indica a probabilidade de H, nao ser rejeitada:

— Se valor P for pequeno (<0,05), rejeitamos H,, o que
implica: (1) pelo menos um dos betas nao € zero; e (2) a
equacao de regressao € eficaz na determinacao de y.

— Se valor P for pequeno, dizemos que a equacao de
regressao multipla tem boa significancia geral e é
adequada para previsoes.

— Assim como o R? ajustado, o valor P é uma boa medida de
gquao bem a equacao se ajusta aos dados amostrais.
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DIRETRIZES PARA DETERMINAR MELHOR EQUACAO

— Utilize teoria, hipoteses e estudos anteriores para incluir ou
excluir variaveis.

— Considere o valor P.

— Considere equacdes com altos valores de R? ajustado e
tente incluir poucas variaveis:

— N&o inclua variaveis que ndo aumentam R? ajustado
substancialmente.

— Para um dado numero de variaveis independentes,
escolha o modelo com maior R? ajustado.

— Se duas variaveis independentes possuem alta
correlacao linear entre si, nao ha necessidade de incluir
ambas na regressao.
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REGRESSAO PASSO A PASSO (STEPWISE)

— Ha alguns problemas com a regressao passo a passo:

— Na&o resultara necessariamente no melhor modelo, se
algumas variaveis independentes forem altamente
correlacionadas.

— Pode resultar em valores inflacionados de R2.

— Nao pensamos sobre o problema.
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VARIAVEIS DUMMY E REGRESSAO LOGISTICA

— Muitas aplicagdes usam variavel dicotbmica (dummy), que
assume apenas dois possiveis valores discretos.

— Geralmente representamos estes valores por O (fracasso) e
1 (sucesso).

— Se incluirmos uma variavel dummy como variavel
Independente, podemos usar os metodos anteriores:

— O coeficiente desta variavel indicara a diferenga no valor
de y, quando obtemos sucesso, em relagao ao fracasso.

— Se a variavel dummy for a variavel resposta (y), devemos
usar regressao logistica.
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REGRESSAO LOGISTICA

— Se a variavel dependente € binaria, temos esta expressao
na regressao logistica:

ln(l ﬁp) = by + byx{ + byxy + -+ + by xy,

— Nesta expressao, p representa uma probabilidade.
— Um valor de p=0 indica que obtivemos fracasso.
— Um valor de p=1 indica que obtivemos sucesso.

— Um valor de p=0,2 indica que ha chance de 0,2 de obter
sucesso e chance de 0,8 de obter fracasso.
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MODELAGEM
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MODELAGEM

— E importante realizar ajustes no modelo de regress&o para
gue ele se ajuste aos dados do mundo real.

— Nao devemos ficar restritos a modelos lineares:
— Linear: y =a + bx
— Quadratica: y=ax? + bx +c
— Logaritmica: y = a + b In(x)
— Exponencial: y = ab*
— Poténcia: y = ax?

— Em vez de amostras aleatorias, podemos considerar dados
coletados ao longo do tempo (séries temporais).
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GRAFICOS DE MODELOS MATEMATICOS

linear: y = 1 + 2x

r

'
I'xponencial: y = 2*
N
}
-
S,

Quadratica: y = x* — 8x + 18

[ E A

Poténcia: y = 3x*°

T

Logaritmica:y =1+ 2 Inx
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ESCOLHA DO MODELO
— O modelo selecionado depende da natureza dos dados:

— Procure um padrao no grafico: com um diagrama de
dispersao entre x e y, selecione um modelo que se ajuste
razoavelmente aos pontos observados.

— Ache e compare valores de R?: diminua numero de
modelos possiveis e selecione fungdes com maiores R? (ja
qgue indicam melhor ajuste aos pontos observados).

— Pense: use o0 modelo para calcular valores futuros,
passados e para datas omitidas, observando se resultados
sao realistas.

— “A melhor escolha de um modelo depende do conjunto de
dados que esta sendo analisado e requer um exercicio de
julgamento, nao apenas computacional.”



