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HOMOSCEDASTICIDADE

— A hipotese de homoscedasticidade para a regressao
multipla significa que a variancia do erro nao observavel (u),
condicional nas variaveis explicativas, € constante.

— A homoscedasticidade ndo se mantém quando a variancia
dos fatores nao-observaveis muda ao longo de diferentes
segmentos da populacao.

— Por exemplo, a heteroscedasticidade esta presente se a
variancia dos fatores nao-observados (u) que afetam a renda
(y) aumenta com a idade (X).

— A homoscedasticidade é necessaria para estimar os testes
de t e F, alem dos intervalos de confianca.

— A intencéo aqui é de: (1) discorrer sobre as consequéncias
da heteroscedasticidade para estimacao de MQO,; (2)
verificar a presenca da heteroscedasticidade; (3) discutir
solucbes para a ocorréncia deste problema.



B; E R NA HETEROSCEDASTICIDADE

— A heteroscedasticidade ndo provoca viés ou inconsisténcia
nos estimadores MQO de (3, enquanto a omissao de uma
variavel importante teria esse efeito.

— O R? da populacao é:

1 — (variancia do erro / variancia de y)

— Como ambas variancias no R? da populacéo sao
incondicionais, o R? da populacéo nao é afetado pela
presenca de heteroscedasticidade em Var(u|Xy,..., X,).

— SQR/n estima consistentemente a variancia do erro, e

SQT/n estima consistentemente a variancia de y, seja
Var(u|X4,..., X,) constante ou nao.

— Portanto R? e R? ajustados séao estimadores consistentes do
R? da populacédo, mantendo ou ndo a hipotese de
homoscedasticidade.



ERROS-PADRAO NA HETEROSCEDASTICIDADE

— Os estimadores de variancias [Var(§;)] sao viesados sem a
hipotese de homoscedasticidade.

— Como os erros-padrao dos estimadores MQO sao baseados
diretamente nessas variancias, eles nao mais sao validos
para construirmos intervalos de confianca e estatisticas t.

— Na presenca de heteroscedasticidade, as estatisticas t nao
tém distribuicOes t e as estatisticas F nao tém distribuicao F.

— Portanto, as estatisticas que usamaos para testar hipoteses
nao sao validas na presenca de heteroscedasticidade.

— Os estimadores MQO sao os melhores estimadores lineares
nao-viesados na hipotese de homoscedasticidade: isso
ocorre quando Var(u|x) for constante.



INFERENCIA ROBUSTA

— E possivel ajustar erros-padréo, estatisticas t e teste de F de
forma a torna-los validos na presenca de
heteroscedasticidade de forma desconhecida.

— Isso significa que é possivel descrever novas estatisticas
gue funcionam independentemente do tipo de
heteroscedasticidade presente na populacao.

— Esses métodos sao os procedimentos robustos em relacao
a heteroscedasticidade, ja que séo validos mesmo que a
variancia dos erros nao seja constante.

— E possivel entdo estimar variancias consistentes na
presenca de heteroscedasticidade.

— A aplicacdo de métodos robustos em relacéo a
heteroscedasticidade é bastante facil, pois muitos programas
estatisticos e econometricos calculam essas estatisticas
COmMO uma opcao.



ESTIMANDO VARIANCIA COM HETEROSCEDASTICIDADE

— NoO caso da regressao simples e sem a hipotese de
homoscedasticidade, a variancia do estimador é:

(i — X)o7 X, — X)*0;

[Zn 1(X _ .X')E] SQT;E

Var(ﬁl) =

— Quando Jf =0 para todo i, a formula se reduz a: 4/SQT,.

— Quando o7 # ¢* (heteroscedasticidade), a variancia
derivada sob homoscedasticidade nao é mais valida.

— Como o erro-padréao é baseado diretamente na estimativa
da variancia, € preciso estimar a equacao acima quando a
heteroscedasticidade esta presente.

— Sendo u; os residuos da regressao simples de y sobre x, um
estimador valido da variancia para a heteroscedasticidade é:

2.2
Vﬂr(ﬁl) _ = l(ﬁQTE ) =




EM REGRESSAO MULTIPLA
— No caso de: (1) regressao multipla; (2) r; ser o i-esimo
residuo da regressao de x; sobre todas as outras variaveis

independentes; e (3) SQR; ser a soma dos residuos
guadrados da regressao, temos:

A ) FEL{E
var(f;) = SQR}%
J

— A raiz quadrada desta formula é o erro-padréao robusto em
relacao a heteroscedasticidade de beta estimado.

— Os erros-padrao robustos sao atribuidos a White (1980).

— A estatistica t robusta em relacao a heteroscedasticidade e
calculada apos obter os erros-padréao robustos:

estimativa — valor hipotético

L = =
erro padrao



ERROS-PADRAO USUAIS E ROBUSTOS

— Geralmente, os erros-padrao robustos sao frequentemente
maiores do que 0s erros-padrao usuais.

— Os erros-padrao robustos podem ser estimados mesmo sem
gue se saiba se a heteroscedasticidade esta presente.

— Os novos erros-padrao sao validos haja ou nédo presenca de
heteroscedasticidade.

— Com frequéncia, as diferencas entre 0s erros-padrao usuais
e 0S robustos sao peguenas.

— Erros-padrao usuais podem ser usados se a hipotese de
homoscedasticidade se mantiver e erros forem normalmente
distribuidos, ja que estatisticas t usuais teréao distribuicoes t.

— Em amostras peguenas, as estatisticas t robustas podem ter
distribuicOes que nao sejam proximas da distribuicao t.

— Em amostras grandes, sempre podemos levar em conta
somente 0s erros-padrao robustos.



ESTATISTICA F

— E possivel obter estatistica de F robusta em relacéo a
heteroscedasticidade de forma desconhecida.

— A estatistica F robusta em relacao a heteroscedasticidade é
chamada de estatistica de Wald robusta em relacéo a
heteroscedasticidade.

— O célculo do teste F robusto ndo tem uma forma simples,
mas pode ser computado por alguns programas estatisticos.



TESTE DE EXISTENCIA DE HETEROSCEDASTICIDADE

— Os erros-padrao robustos em relacao a
heteroscedasticidade oferecem um método simples para
calcular estatisticas t que sejam realmente distribuidas como
t, haja ou ndo a presenca de heteroscedasticidade.

— Porém, ha razbes para saber se realmente ha presenca de
heteroscedasticidade, antes de estimar erros-padrao
robustos:

— As estatisticas t usuais sao preferiveis se nao ha
heteroscedasticidade.

— E possivel obter um estimador melhor que o0 MQO
guando a forma da heteroscedasticidade € conhecida.



TESTE DE EXISTENCIA DE HETEROSCEDASTICIDADE

— Considere um modelo linear:
y=Po+ P1x1+ + Lrxp +u

— A hipotese nula de que a homoscedasticidade se mantem é:
Hy: Var(u|X,X,,...,X,) = 02

— Precisamos analisar os dados para saber se a hipotese nula
é adequada ou nao.

— Se néo rejeitamos H,, concluimos que a
heteroscedasticidade ndo sera um problema.

— Como u tem esperanca condicional zero, Var(u|x)=E(u?|x), e
a hipotese nula sera:

Hy: E(U?|X,Xs5,...,X,) = E(U?) = 0?



TESTE F DE EXISTENCIA DE HETEROSCEDASTICIDADE

— Estimamos entao esta equacao:

i = 8y + 8,1 + ++ + S,x5, + erro

— Utilizando o R? da equacdo acima e o numero de
regressores (k), estimamos a estatistica F:

. RZ,/k
- (1-R%L)/(n—k-1)

— A estatistica F tem uma distribui¢ao F ., sob a hipotese
nula de homoscedasticidade, permitindo o calculo de sua
significancia.

— A néo rejeicao de H,: Var(u|xy,X,,...,X,) = 0 leva a concluséo
de que a heteroscedasticidade ndo € um problema em
nossas estimacoes.




CONSIDERACAO IMPORTANTE

— Se omitirmos um ou mais termos quadraticos em um modelo
de regressao ou usarmos o modelo em nivel ao invés de
usar o log, um teste de heteroscedasticidade pode vir a ser
significante, rejeitando a hipotese de homoscedasticidade.

— Isso tem levado alguns pesquisadores a verem estes testes
como testes de ma especificacdo do modelo:

— Porém, ha outros testes que podem testar melhor a ma
especificacao de formas funcionais das variaveis.

— Ou seja, € mais apropriado:

— Primeiro, realizar testes especificos de formas funcionais,
ja que a ma especificacédo da forma funcional € mais
Importante que a heteroscedasticidade.

— Depois de satisfeitos com as formas funcionais das
variaveis, estimar o teste para verificar a existéncia de
heteroscedasticidade.
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ESTIMACAO DE MiNIMOS QUADRADOS PONDERADOS

— Se for detectada heteroscedasticidade com o uso de testes
estatisticos, € possivel estimar erros padrao robustos em
relacao a heteroscedasticidade apos a estimacao MQO.

— Porém, antes das estatisticas robustas, € possivel modelar e
estimar a forma especifica da heteroscedasticidade,
calculando um estimador mais eficiente que o MQO, além de
estatisticas t e F n&o enviesadas.

— Isso requer mais trabalho, pois é preciso ser especifico
sobre a natureza de gualquer heteroscedasticidade.



CONSTANTE MULTIPLICATIVA

— Considere que x representa todas as variaveis explicativas
em:

y = Lo+ [1xy + o+ Lrxp +u

— Assuma que h(x) € alguma funcao das variaveis explicativas
gue determina a heteroscedasticidade:

Var(u|x) = o*h(x)

— Como variancias devem ser positivas, h(x)>0 para todos
valores possiveis das variaveis independentes.

— Supomos que a funcéao h(x) € conhecida. Assim, mesmo
gue o parametro populacional g2 seja desconhecido, teremos
condicOes de estima-lo a partir de uma amostra de dados.
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EQUACAO TRANSFORMADA

— Com o objetivo de obter estimadores de [5; que tenham
propriedades de eficiencia melhores que MQO, estimamos
esta equacao:

y:‘-’!w"': E{rz‘fﬁq ‘|‘r"5h1(5"f11:‘!"'5J )"‘ ‘|‘Ek(ﬂlxkf{w j‘l‘u:’!y

— Esta equacéo é linear em seus parametros (RLM.1), a
hipotese de amostragem aleatoria ndo se alterou (RLM.2), o
termo de erro tem média condicional zero (RLM.3) e ndo ha
colinearidade perfeita entre variaveis independentes (RLM.4).

— A equacéao transformada satisfara as hipoteses do modelo
linear classico, se o modelo original também o fizer, com
excecao da hipotese de homoscedasticidade (RLM.5).



MINIMOS QUADRADOS GENERALIZADOS (MQG)

— E necessario estimar os parametros da nova equacéo por
minimos quadrados ordinarios.

— Os novos betas sao estimadores de minimos quadrados
generalizados (MQG).

— Estes estimadores MQG sao usados para explicar a
heteroscedasticidade nos erros.

— Os erros-padréo, estatisticas t e estatisticas F podem ser
obtidas de regressdes gue usem as variaveis transformadas.

— Por serem os melhores estimadores lineares nao-viesados
de beta, os estimadores MQG sao mais eficientes que 0s
estimadores MQO.

— A interpretacéao dos resultados deve ser feita com base na
equacao original.

— O R? indica o quanto da variacdo do novo y € explicado pelo
Nnovo X, 0 que nao e informativo como grau de ajuste.
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MINIMOS QUADRADOS PONDERADOS (MQP)

— Os estimadores de minimos quadrados generalizados
(MQG) para correcao da heteroscedasticidade sao
chamados de estimadores de minimos quadrados
ponderados (MQP).

— Os novos betas minimizam a soma ponderada dos
guadrados dos residuos.

— A idéia é colocar menos peso nas observacfes com uma
variancia de erro mais alta.

— O metodo MQO atribui pesos iguais a todas as observacoes,
pois isso € melhor quando a variancia do erro € idéntica para
todas as particoes da populacao.
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MINIMOS QUADRADOS PONDERADOS (MQP)

— A maioria dos programas econometricos tem um recurso
para computar minimos quadrados ponderados.

— Juntamente com as variaveis dependentes e independentes
originais, especificamos a funcao de ponderacao (1/h)).
— Especificamos pesos proporcionais ao inverso da variancia.

— ISS0 nos permite interpretar as estimativas de minimos
guadrados ponderados no modelo original.

— Podemos escrever a equacao estimada da maneira habitual.

— As estimativas e os erros-padrao serao diferentes do MQO,
mas a maneira como interpretamos essas estimativas, erros-
padrao e estatisticas de testes € a mesma.

— Esse procedimento corrige estimativas dos betas (aweight).

— Se considerarmos que a heteroscedasticidade seria um
problema para os erros-padréo, deveriamos computar
também os erros-padrao robustos (pweight).
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MAS NA PRATICA...

— Na pratica, raramente sabemos como a variancia do erro se
comporta em relacao a uma variavel independente.

— Em equacodes de regressao multipla, € complicado saber
com qual variavel independente ha heteroscedasticidade nos
erros e qual a forma deste problema.

— Existe um caso no qual os pesos necessarios para o MQP
surgem naturalmente de um modelo economeétrico
subjacente.

— Isso acontece quando os dados estdo em médias de algum
grupo ou regiao, e nao em nivel individual.
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DADOS EM MEDIAS POR GRUPOS

— Se a equacao no nivel individual satisfizer a hipotese de
homoscedasticidade, entdo a equacao do nivel agrupado
devera ter heteroscedasticidade.

— Assim, se para todo grupo i e individuo j:
- _ 2
Var(uu) =0
— Entao, a variancia do termo de erro médio diminui com o
tamanho do grupo:

Var(w,) = o</m;
— Neste caso, h; = 1/m.,.

— Portanto, o procedimento mais eficiente serd o dos minimos
guadrados ponderados, com pesos correspondentes ao
numero de individuos nos grupos (1/h; = m)).

— Isso garante que grupos maiores recebam peso maior, o
gue oferece metodo eficiente de estimacao dos parametros
no modelo em nivel individual quando temos médias.
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HETEROSCEDASTICIDADE NO NIVEL INDIVIDUAL

— Se no caso anterior existisse heteroscedasticidade no nivel
iIndividual, entdo a ponderacao adequada dependera da
forma da heteroscedasticidade.

— Por isso, varios pesquisadores simplesmente computam
erros-padrao e estatisticas de teste robustos na estimacao
de modelos que usam dados agrupados.

— Uma alternativa é realizar a ponderacao pelo tamanho do
grupo (aweight), além de estimar as estatisticas robustas em
relacao a heteroscedasticidade na estimacéo MQP (pweight).

— Isso assegura gue qualquer heteroscedasticidade no nivel
Individual seja representada pela inferéncia robusta.



MQG FACTIVEL

— Ao contrario dos exemplos anteriores, a forma exata de
heteroscedasticidade n&o é 6bvia na maioria dos casos.

— Em muitos casos podemos modelar a funcao h e utilizar os
dados para estimar os parametros desconhecidos.

— O uso de hi-chapéu em lugar de h; na transformacéo MQG
produz o estimador de minimos quadrados generalizados
factivel (MQGF), também chamado de MQG estimado
(MQGE).

— Existem varias maneiras de modelar a heteroscedasticidade,
mas iremos utilizar um metodo razoavelmente flexivel:

Var(u|x) = a%exp(§y + 6,x; + 6,%, + -+ 6, x3,)

— E utilizada funcdo exponencial porqgue modelos lineares ndo
asseguram que os valores previstos sejam positivos, e as
variancias estimadas devem ser positivas para usar o MQP.
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ESTIMACAO DO MQG FACTIVEL

— Para estimar os parametros J; é preciso transformar a
equacao anterior em uma forma linear para ser estimada por

MQO:
log(u®) = ag + 6,x; + 0,6, + -+ Spxp + €
— Na pratica (pag. 263):
1. Execute a regressao de y sobre Xy, X, ..., X, € obtenha 0s
residuos de U.

2. Crie log(1i*) elevando ao quadrado os residuos MQO e
depois calculando seu log natural.

3. Execute a regressao na equacao acima dos parametros
d, [ou log(u?) sobre y, y?] e obtenha os valores estimados.
4. Calcule o exponencial dos valores estimados, resultando

em: h.
5. Estime a equacao y = B, + B1X; + ... BiX, + U, pelo metodo
MQP, usando pesos (aweight) 1/h .
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ESTATISTICAS F

— Ao calcular estatisticas F, € importante que 0S mesmaos
pesos sejam usados para estimar os modelos com e sem
restricoes.

— Devemos estimar o modelo sem restricoes por MQO com o0s
pesos.

— Usamos 0s mesmos pesos para estimar o modelo restrito.
— Posteriormente, a estatistica F pode ser calculada.

— Lembrem-se que o Stata permite utilizar o comando “test”
para testar restricoes conjuntas apos a estimacao de um
modelo, ndo sendo necessario calcular manualmente a
regressao restrita.
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MODELO DE PROBABILIDADE LINEAR REVISITADO

— Quando a variavel dependente € binaria, 0 modelo deve
conter heteroscedasticidade, a menos gue todos parametros
de inclinacao sejam nulos.

— A maneira mais simples de tratar a heteroscedasticidade
neste caso é usar a estimacao MQO, e calcular os erros-
padrao robustos nas estatisticas de testes.

— As estimativas MQO do MPL s&o simples e geralmente
produzem resultados satisfatdrios, mas sao ineficientes.

— E possivel utilizar o MQP para estimar o MPL. No entanto, o
método falhara se h for negativo (ou zero) em qualquer
observacao.



ESTIMACAO DO MPL POR MQP

— Estime o0 modelo por MQO e obtenha os valores estimados
dey.
— Verifique se todos os valores estimados estao dentro do
Intervalo unitario:
— Se assim for, prossiga para 0 passo seguinte.

— Caso contrario, alguns ajustes serao necessarios para
trazer todos os valores estimados para dentro do intervalo
unitario:

—y;=0,01lsey, <0
-y;=0,99sey,>1
— Construa as variancias estimadas com esta equacao:

hy = 9;(1—9;)

— Estime a equagao y = B, + B;X; + ... BiX + U, pelo método
MQP, usando pesos (aweight) 1/h.



